1 Variac¢ni pocet

Trocha terminologie: jako jsme zobrazeni z R, C a pozd&ji R? (nebo jejich pod-
mnozin) s hodnotami v R nebo C nazyvali funkce (realné ¢ komplexni), zobra-
zeni z Banachovych prostort (pfipadné jejich podmnozin) s hodnotami v R nebo
C nazyvame funkcionaly. Pozdéji pak budeme zobrazani mezi Banachovymi
prostory nazyvat operatory.

Pro funkcionély s hodnotami v R mizeme definovat lokalni i globalni extrémy
(volné, nebo vzhledem k mnoZing) analogicky jako u funkci.

1.1 Derivovani v Banachovych prostorech a jeho aplikace

Definice 1 (Gateauxova a Fréchetova derivace). Necht X je normovany linedrni
prostor, F': X D Dp — R funkciondl, a € Dy, h € X \ {0}. Potom definujeme
Gdteauxrovu derivaci F v bodé a ve sméru h jako

Dy F(a) = lim F(a+th)— F(a)
t—0 t

)

pokud limita napravo existuje vlastni.

Spojity linedrni funkciondl L : X — R budeme nazjvat Gdteaurovou de-
rivaci F v bod¢ a pokud DpF(a) existuje pro vSechna h € X \ {0} a plati
L(h) = DpF(a), h € X \ {0}.

Spojityj linedrni funkciondl L : X — R budeme nazijvat Fréchetovou deri-
vact F' v bodé a pokud

lim F(a+h) — F(a) — L(h)

h—0 |h| =0

Gdteauzovy a Fréchetovy derivace vyssich Tddi definujeme induktioné.

Piiklady. 1. Pro funkciondl ® : C(]0,1]) — R definovany jako ®(f) = f(0)
plati D ®(f) = h(0) = ®(h).

1
2. Pro funkciondl ® : C([0,1]) — R definovany jako ®(f) = / f plati
0
1
Dp® = h=®(h).
()= [ h=am)

3. Pro funkciondl ® : C([0,1]) — R definovang jako ®(f) = (f(0))? plati
Du8(f) = 2/ (0)h(0).

1
4. Pro funkciondl ® : C(]0,1]) — R definovany jako ®(f) = / f? plati
0

1
Dy®(f) = /0 2fh.



5. Obecné, pro funkciondl ® : C([0,1]) — R ve tvaru ®(f) = fol G(f), kde
G € C'([0,1]) plati

1 1
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Definice 2 (stacionarni bod). Necht X je normovany linedrni prostor, F': X D
Dr — R funkciondl. Bod a € Dy nazveme staciondrnim (nebo kritickym)
bodem F, pokud D) F(a) =0 pro kazdé h € X \ {0}.

Poznamky a priklady. 1. (Eulerova nutnd podminka) Necht X je normo-
vany linedrni prostor, F: X D Dp — R funkciondl a F md v a € Dp lo-
kdlni extrém. Pokud pro h € X\ {0} ewxsituje Dy F(a), potom Dy F(a) = 0.

2. (Lagrangeova nutnd podminka pro extrém) Necht X je normovanyg linedrni
prostor, F : X D Dp — R funkciondl a F md v a € Dp lokdlni minimum.
Pokud pro h € X \ {0} easituje Dj , F(a), potom D, , F(a) > 0.

3. (Lagrangeova postacujici podminka pro extrém) Necht X je normovany
linedrni prostor, F : X D Dp — R funkciondl a a € Dy je staciondrnim
bodem F. Pokud existuje U okoli a, Ze pro kazdé h € X \ {0}a z € U
ezistuje D3 , F(x) a plati D}, F(z) > 0, potom md F a bodé a lokdlni
minimum. ’

1.2 Funkcionaly reprezentované integralem

Jde o funkcionaly ve tvaru

b
ﬂw:/fmmmwax (1)
definované na mnoziné

M = {y e C'([a,0]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)
kde a,b,A,BER, a<ba fe C*Ja,b] x R?).
Tuto obecnou situaci si ovSem upravime na speciélni ilohu
P(u) = Flu+y),

b —

kde ¢(z) = . (x—a)+ A4 a

X = {u € C([a,b]) : u(a)=u(b) =0}.

Je snadné si rozmyslet, ze u € X pravé tehdy, kdyz u+ ¢ € M, a ze u € X je
extrémem funkcionalu ® pravé tehdy, kdyZz u + ¢ je extrémem (stejného typu)
funkcionélu F.

Vyhodou této formulace je, ze X je linedrni prostor. Vybavime-li ho normou

[lullx = [ulloo + [[4']]sc,

dostaneme normovany linearni prostor (dokonce uplny, tedy Banachiv).



Poznamky a priklady. 1. Nap¥iklad pro funkce f(z,y, 2) ve tvaru 2z, /1 + 22
a yv'1+ 22 bychom dostali funkciondy F po Tadé

b b b
F(y)=/w2y7 F(y)=/ V1I+(Y)? a F(y):/y L+ (y')%

2. (vgpocet Dp® a Dj, ,®) snadno spocitime, Ze pro U € X a h € X \ {0}
plati (pFi znaceni y = u+ @)
b
Dub(u) = [ fy(e,. )+ Loy W do
a

a
b
Dj ,®(u) = / Fuy @y, 9 )R + 2y (9, ¥ )hR + foz(z,y,y ) (B)? da.

Lemma 3 (zékladni lemma varia¢niho po¢tu). Necht f € C([a,b]). Potom

1. pokud plati

b
/ fd =0, geC((a,b]), gla) = g(b) =0,

potom [ je konstantni na [a,b],

2. pokud plati

/ fg=0, geC([a,b]), g(a) = g(b) =0,

potom f =0 na [a,b].

Véta 4 (Euler-Lagrangeova rovnice). Necht f € C?%([a,b] x R?) a y je stacio-
ndrnim bodem funkciondlu F. Potom je funkce

z = fa(2,y(2), ¥ (2))
spojité diferencovatelnd na [a,b] a plati (tzv. Euler-Lagrangeova rovnice)
fy(@,y(2), ¥/ (2) = (f2(2,y(2), ¥/ () =0, x € [a,b]. (3)

Poznamky a p¥iklady. 1. (regularita minimizéru) pokud je y staciondr-
nim bodem F a pro néjaké & € (a,b) plati

f22(&y(&),¥'(£) #0.
Potom existuje 6 > 0, Ze y je C? na okoli €.

2. (Lagrangeova nutnd podminka) pokud je y bodem minima funkciondlu F'.
Potom

fzz(xvy(x)vy/(x)) > 0, MRS [a,b}-



3. (Legendrova postacujici podminka) pokud je y staciondrnim bodem funk-
ciondlu F' a pokud existuji o, > 0, Ze

D*®pp(u) > al[k|*, heX, [l <3,
potom y je bodem minima.

4. (Lagrangeova postacujici podminka) pokud je y staciondrnim bodem funk-
ciondlu F. Jestlize existuje 6 > 0, Ze pro kazdé h € X, ||h|| < § spliiuje
funkce ¢ : t — F(y + th) podminku

©"(t) >0, te(0,1).
Potom F md v bodé y lokdlni minimum.

Véta 5 (konvexita a extrém). Pokud je zobrazeni (u,v) — f(x,u,v) konvexni
pro viechna x € [a,b] a y € M N C?([a,b]) je staciondrnim bodem funkciondlu
F'. Potom md F v bod€ y minimum.

Definice 6 (Jacobiho rovnice a konjugovany bod). Necht f € C3([a,b] x R?) a
y € M N C?([a,b]) je staciondrnim bodem funkciondlu F. PoloZme

P(x) = fzz(x,y(x),y’(x))

Q@) = fyy(x,y(@), v (@) = (fy=(z, y(x),y (2)))".
Rowvnici
—(Ph)' +Qh =0

nazgvdme Jacobiho rovnici. Bod x € (a,b] nazveme konjugovangm bodem

k bodu a, pokud existuje netrividlni reseni Jacobiho rovnice h, pro které plati
h(a) = h(zx) = 0.

Véta 7 (Jacobiho). Necht f € C3([a,b] x R?) a y € M N C?([a,b]) je stacio-
ndrnim bodem funkciondlu F a plati

fzz(xvy($)vy/(x)) >0, ze [a’b]'
Potom

1. pokud na (a,b] neezistuje konjugovany bod k bodu a, potom y je bodem
lokdlniho minima funkciondlu F na M.

2. pokud je y bodem lokdlniho minima funkciondlu F na M, potom na (a,b)
neexistuje konjugovanyg bod k bodu a.

Nutna podminka pro autonomni tdlohu: je-li f(x,y,2) = g(y,2) a y stacio-
narnim bodem F', potom existuje C' € R, Ze

9y, v") =¥ g.(y,y) = C.



Véta 8 (o Lagrangeovych multiplikdtorech). Necht f,g € C?([a,b]xR?), C € R
ay € M je bodem minima funkciondlu F vzhledem k mnozZiné

lye M :G(y) =C},
kde ,
Gly) = / oz, y(x), ' (¢)) dz,

(zde analogicky k ® znacime V(u) = G(u + ¢)). Pokud D®(y) # 0, potom
ezistuje A € R, Ze

D(y)(h) = AD¥(y)(h), he X \{0}.

Dale se podivali na néjaké aplikace varia¢niho poc¢tu ve fyzice: tilohu o bra-
chystochroné a tlohu o zavéseném fetézu.

Posloupnosti funkci

Definice 9 (bodova a stejnomérna konvergence). Pro posloupnost redlngjch
funkei {f,} definovangjch na A CR? a f: A — R #ikdme, Ze

e posloupnost {f,} konverguje bodové k funkci f na mnoZiné A (znacime
fn = ), pokud pro viechna x € A plati li_>m fulz) = f(2),
n oo

e posloupnost {f,} konverguje stejnomérné k funkci f na mnoZine A
(znacime f,, = f), pokud plati

Ve>03INeNVee AVne N, n>N:|f,(x) — f(z)] <e.

Je-li A navic oteviend, Fikdme, Ze
e posloupnost {f,} konverguje lokdlné stejnomérné k funkci f na mno-

loc
zZiné A (znacime f, = f), pokud pro kazdé x € A ezistuje 6 > 0, Ze
fn = f na U(x,0).

Poznamky a priiklady. 1. Bodovou konvergenci miuZeme rovnéz vyjadiit nd-
sledugicim vijrokem:

Vee AVe>03IN eNVneN, n>N:|f.(z) - f(z) <e,
oproti stejnomeérné konvergenci jsme prohodili poiadi kvantifikdtori.

2. KaZadd stejnomeérné konvergentni posloupnost konverguje i bodové, obrd-
cené to ovsem neplati, staéi wvdzit priklad A = [—1,1], fn(z) = a™.

3. Pro o, =sup,eq |fn(z) — f(x)| plati

(fa=f naA) < o, —0.



4. Stejnomérnd limita spojitych funkci je spojitd funkce.
5. Pro f, € C([a,b]) a obvyklou mazimovou normu ||g|| = max,c(qp |9()]

na C([a, b)) plati

(fn= ) = (fa—fll = 0).

6. Pro stejnomérnou konvergenci miZeme rovnéz formulovat Bolzano-Cauchyovu
podminku, plati

(fan=f) &= (Ve>03INeNVare AVmneN, mn>N:|fo(z) = fm(z)| <e).

7. (Moore-Osgoodova véta) Necht { f,,} je posloupnost redlngch funkci defino-
vangch na P(a,) a f : P(a,e) = R a f,, = f na P(a,¢). Pokud lim f,(z)
r—a

existuje vlastni pro kaZdé n € N, potom ezistuje lim f(z) a plati
r—a

lim f(z) = lim <lim fn(a:)),

r—a n—,oo \r—a
(specidlné, limita napravo ezistuje).
8. Analogicky k posloupnostem definujeme i bodovou a stejnomeérnou konver-
genci fad funkei. Oznacime-li s,(x) = Y _, fu(z), pak rikdme, Ze rada

Yoo, konverguje bodové. resp. stejnométné k funkci (souctu) s : A — R,
pokud s, — s, resp. s, = S.

9. (nutnd podminka stejnomérné konvergence fad) Pokud Fada ", f,, konver-
guje stejnomérné, potom f, = 0.

10. (Weierstrassiv M-test) Necht {f,} je posloupnost funkeci dfinovangch na
A CR? a{a,} je posloupnost nezdpornijch redlngjch cisel. Predpoklidejme
navic, Ze

o |fu(@)<an,x€eA neN,

. Zan < oQ.
n=1

oo
Potom Fada Z fn konvrguje stejnomérné (na A).

n=1
11. pomoci vijse uvedeného kritéria napriklad snadno dostaneme stejnomérnou

konvergenci fad ) S53% o ) SRpE

Definice 10 (stejnd omezenost a monotonie). Necht {fi} je posloupnost (re-
dlngjch, ¢ komplexnich) funkci definovangjch na A C RY. Potom tikime, Ze
posloupnost { fi.} je



1. stejné omezend, pokud existje K € R, Ze

|fn(@)| <K, mneN, zeA,
2. monotonni, pokud plati a, < any1 na A, n € N, nebo a,, > an41 na A,
n € N.

Vé&ta 11 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht {a,} je monoténni posloup-
nost redlngjch funkci definovangch na A C R%. Necht navic {b,} je posloupnost
(redlngjch, ¢i komplexnich) funkci definovangch na A C RY.

Pokud plati alesponi jedna z ndsledugicich podminek:

e (Dirichlet) a, = 0 a posloupnost cdsteéngch soucti Fady > b, je stejné
omezend (oboji na A),

o (Abel) {a,} je stejné omezend a Y b, konverguje stejnomérné (oboji na
A),

potom Fada Y apb, konverguje stejnomérné (na A).

Poznamky a piiklady. 1. Pro § > 0 plati, Ze Fady > sinnx a > cosnx
magi stejné omezené posloupnosti castecnych soucti na [0, 27 — &]. Napii-
Klad tedy Tady ) >0 a ) 50T konvergugi stejnométné na [0,2m — 0]
podle Dirichletova kritéria.

2. Abelovo kritérium ddvd snadny dikaz Abelovy véty z minulého semestru.

Hlubsi disledky stejnomérné konvergence
Nejdfive jsme ucinili nasledujici pozorovani: necht {f,} C C([a,b]) a necht

b
o= £ potom (R) [ 1 =t (R) [ 1.

a

Véta 12 (stejnomérna konvergence derivaci). Necht {f,} je posloupnost redl-
nych funkci definovangch na omezeném intervalu (a,b) a necht plati

o fl(x) existuje vlastni pro vSechna x € (a,b) an € N,
e posloupnost {f],} konverguje stejnomérné (k néjaké funkci f),
e czistuje xg € (a,b), Ze posloupnost { f,(xo)} konverguje.

Potom ezistuje F' : (a,b) — R, kterd md vlastni derivaci na (a,b) a plati f, = F
a F' = f na (a,b).

Jako dusledek jsme dostali nasledujici: necht {f,} C N ([a,b]) a necht f,, =
b b
f. Potom (N)/ f= lim (N)/ fn-
a n—oo a

Poznamky a priklady. 1. Predchozi vétu mizeme rovnéz zformulovat v Feci
fad funkci, pTipadné primitivnich funkci.



Vé&ta 13 (Dini). Necht {f,} C C([a,b]), f € C([a,b]) a necht ddle plati
e f,— f an[a,b],
e {fn} je monoténni na [a,b].

Potom f, = f na [a,b)].

2 Lebesguetv integral a zaklady teorie miry

2.1 Lebesguetv integral

Definice 14 (intervaly v R?). Intervalem v RY nazveme mnozinu tvaru
(a1,b1] X (ag,ba] x -+ X (aq, bdl,

uzavirenym intervalem v R? nazveme mnoZinu tvaru
[a1,b1] X [az,b2] X -+ X [ag, ba],

otevicenym intervalem v R¢ nazveme mnoZinu tvaru
(a1,b1) X (a2,ba) X -+ x (ag,bq).

Objem intervalu I (piipadné uzavieného, ¢ otevieného intervalu) definujeme

jako
d

Volg(I) = (b1 — a1) - (b — az) -+ (ba — aq) = [ (b — an).

n=1

Definice 15 (déleni intervalu v R?). Délenim intervalu I C RY nazveme
libovolng konecnyj systém po dvou disjunktnich intrvali I, ..., I, C R?, Ze

I= LnJ I,
k=1

Definice 16 (nulovd mnozina v R?). Mnozinu A C R? nazveme nulovou,
pokud pro kazdé € > 0 existuji intervaly I,, C R?, n € N, ze

8

1cl |5, a ZVold(In)<€.
1 n=1

n

Poznamky a priklady. 1. KaZda konecnd, ¢i obecnéji spocetnd, mnoZina
je nulovd. MnoZina {a} x R C R? je rovnéZ nulovd. Neprdzdnd oteviend
mnozina nani nikdy nulovd.

2. Euistuji i nespocetné nulové podmnoZiny R - Cantorova mnozina.

3. Spocetné sjednocent nulovijch mnoZin je nulovd mnoZina.



4. (pro zajimavost) Pro omezenou funkci f : [a,b] — R plati

f € R([a,b]) < mnozina bodi nespojitosti f je nulovd.
5. (dulezitd) U mnoha vztahi funkci (napiiklad f = g, nebo f < g) bu-
deme Tikad, Ze plati skoro vdude pokud existuje mnozZina miry 0, Ze dand

vlastnost plati v§ude mimo tuto mnoZinu. Naptiklad piedchozi pozndmku
bychom mohli zformulovat jako

f € R([a,b]) < [ je spojitd skoro viude.

Definice 17 (schodovité funkce a jejich integral). Funkei f : R? — R na-
zveme schodovitou, pokud exsituje interval I C R, jeho déleni I,...,I, a

cl,...,¢cp ER, Ze
n
F="crxa,-
k=1

Prostor vsech schodovityjch funkci na R? budeme znacit Hy. Pro f € Hy definu-
jeme jeji integrdl jako
n
/f = ch VO]d(Ak).
k=1
Poznamky a priklady. 1. Hy je vektorovyj prostor. Navic pro f,g € Hy a

a, 8 € R plati
Jasssp=a[s+5 [0
2 ProfgeHa f <9, platf/fé/g-
3. Pro f,g € Hy plati max(f,g), min(f,g), f*,f,|f| € Ha a

‘/f‘s/m.

Lemma 18 (konvergence schodovitych funkei). Je-li {f,} C Hy monoténni

posloupnost spliiugici f — 0 na R?, potom lim [ f, = 0.
n—oo

Lemma 19 (konvergence schodovitych funkeci skoro viude). Je-li {f,} C Hy

monoténni posloupnost spliwujici f — 0 s.v. na R?, potom lim [ f, =0.
n—oo

Lemma 20 (korektnost definice Lebesgueova integralu). Necht {fn}.-{gn} C Hy
jsou monoténni posloupnosti, f : R* - R a f, — f s.v. a g, — g s.v., potom

lim [ f, = lim | g,.
n— oo n—roo



Definice 21 (méfitelné a Lebesgueovsky integrovatelné funkce). Nezdpornou
funkci f : R?* = R nazveme

o méTitelnou, pokud existuje neklesajici posloupnost nezaporngch shodovi-
tych funkci {f.}, Ze fn — f s.v.,

e Lebesgueovsky integrovatelnou, pokud existuje neklesajici posloupnost
nezdpornych shodovitgch funkei {f.}, Ze fn, — f s, a lim [ f, < co.
n—oo

Pro takovou funkci pak definujeme Lebesguediv integrdl z [ jako

J=tm [

Prostor viech nezdporngjch méritelnijch funkci na R? oznacujeme M;{, prostor
viech nezdpornijch Lebesgueovsky integrovatelnyjch funkei na R?* oznacujeme L’;
Funkci f : R — R nazveme

e mévitelnou, pokud f~, f+ € MJ,

o Lebesgueovsky integrovatelnou, pokud f~, f+ € ﬁj. Pro takovou funkci
pak definujeme Lebesguetiv integrdl z f jako

[i-fr]r
Definice 22 (méfitelné a Lebesgueovsky integrovatelné funkce). Nezdpornou

funkci f: R — R nazveme

e méitelnou, pokud existuje neklesajici posloupnost nezdiporngjch shodovi-
tych funkei {f.}, Ze fn — [ s.v.,

e Lebesgueovsky integrovatelnou, pokud existuje neklesajici posloupnost
nezdpornych shodovitych funkci {f,}, Ze fn — [ s, a lim [ f, < co.
n—oo

Pro takovou funkci pak definujeme Lebesguetiv integrdl z [ jako

/f:g& fu

Prostor viech nezdpornijch méritelngjch funkei na R? oznacujeme /\/l(';, prostor
viech nezdpornyjch Lebesgueovsky integrovatelngjch funkei na R? oznacujeme ﬁ:{
Funkci f: RY — R nazveme

o méritelnou, pokud existuji f1, fo € M3, Ze f = f1 — fo,

o Lebesgueovsky integrovatelnou, pokud existuji fi, fo € L'j, Ze [ =
f1— fo, pricemz definujeme Lebesguetiv integrdl z f jako

[i=[n-[r

10



Poznamky a piiklady. 1. pokud f € X (X = Mg, M}, L4, nebo Ld) a
g=f s.v., potom g € X. Pokud X = Lq, L, potom [g= [ f.

2. (vlastnosti Lt) Necht f,g € LT, o, 8 > 0, potom:

(a) je-li f < g s.v. potom /f < /g.
(b) max(f,g), min(f,g),af + Bg € L.
3. (vlastnosti L) Necht f,g € L, o, B € R, potom:

(a) je-li f < g s.v. potom /f < /g.
(b) max(f,g), min(f,g),af + Bg,|f| € L. navic

/af+ﬁg=a/f+6/g a ’/f’s/lfl-

Lemma 23 (Leviho véta v £1). Necht pro posloupnost { f,} C L plati f,, / f
s.v. a necht existuje M € R, Ze /fn < M, n €N, potom

lim [ f, = / I
n—oo
Poznamky a priklady. 1. Leviho vétu snadno zobecnime pro {f,} C L4

2. 'V pocetni prazi je uZitecnd ndsledujici verze pro Fady: necht {f,} C Lq

n
je posloupnost nezaporngjch funkci a necht lim /an < 00. Potom
k=1

n—oo

f:anEEda

n=1

g/fn/f

3. Leviho véta plati rovnéz pro My, pokud pipustime funkce s nevlastnimi
hodnotami.

4. pro {fn} C My rovnéz plati limsup f,, € My a limsup f,, € My (opét,
n— 00 n—oo
pokud pripustime funkce s nevlastnimi hodnotamsi).

Véta 24 (Lebesgueova o majoranté). Necht {f,} je posloupnost funkci z L,,
fn = f s.v. a existuje g € L,,, Ze |fn| < g s.v., n € N. Potom f € L, a

[ =t [ 1.

11



Zaklady teorie miry

Lebesguetv integral snadno rozgifime na nékteré métitelné (ale ne nutné inte-
grovatelné funkce). Pokud f € ./\/lj \E}', potom definujeme [ f = oo, pokud
f=fi— fo, pro fi, f» € L}, potom definujeme [ f = [ fi — [ fo, ma-li pravd
strana smysl. Prostor vSech funkei, pro které je Lebesguetv integral definovan
po tomto rozsifeni budeme znacit £} (zjevné plati L4 C L£).

Definice 25 (méfitelnd mnozina a Lebesgueova mira). Mnozinu A C RY na-
weme méritelnou, pokud x4 € My. Systém vsech méFitelngjch podmnozin RY
budeme znadit A,.

Lebesgueovu miru mnoziny A € Ay pak definujeme jako \g(A) = /XA-

Poznamky a ptiklady. 1. Kazdy interval v R? je méritelnd mnoZina, jed-
nobodovd mnozina je méritelnd, uzaviené i otevicené mnoZiny jsou méri-
telné.

2. Sjednoceni a prinik a doplnek méritelngch mnozZin je méritelnd mnoZina.
3. Pro {A,} C Ag plati U A, € Aq.

n=1
4. Xa(I) = Voly(I) (Lebesgueovu miru interpretujeme jako velikost - plochu,

objem - mnoZiny), oteviené a uzaviené mnoziny patri do L.

5. Pro {A,} C A4 po dvou disjunktni plati \g( U Ap) = Z Aa(Am).
n=1

n=1

Definice 26 (c-algebra a mira). Je-li ¥ systém podmnoZin mnoZiny X, nazveme
jej o-algebrou, pokud plati

1. 9, X €%,
2. A,BeX, potom A\ B €%,
3. A, €%, neN, potom |JA, € 3.

Duvojici (X,X) nazgvime mévitelngm prostorem. Zobrazeni p : X — [0, 00|
nazveme mirou, pokud plati

1. p(@) =0,
2. jsou-li A, € 3, n € N, po dvou disjunktni, potom p (U An> = Z w(Ay).
n=1

Trojici (X, X, 1) nazgvime prostor s mirou.
Poznamky a ptiklady. 1. (R% Ay, \g) je prostor s mirou,
2. {&, X} je vidy (tzv. trividlni) o-algebra, P(X) (mnoZina vSech podmnozin

X, tzv. potencni mnoZina) je vidy o-algebra
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3. (X, P(X),da) a (X,P(X),H°) jsou prostory s mirou. Zde
5a(A) = {1, ac A0, a¢A

a HO(A) je pocet proki A (tzv. pocitaci mira).

4. kazdd o-algebra je uzaviend na spocetné priniky, tj. pokud A, € X, n € N,
potom (A, € %,

v

. pro (X,3, u) prostor s mirou a A,B € X, polozme u|a(B) = u(AN B).
Potom (X, %, u|a) je prostor s mirou. Napiiklad \i|j1) je mira na Ay
pro kterou plati A\i]p11(R) = 1 < oo, je to tzv. konecnd . Oproti tomu
Al(R) = Q.

D

.pro f € L*, f >0 sv. a A€ A definujeme pp(A) = [ fxa (mira s
hustotou f). V takovém piipadé je (R, Ay, py) prostor s mirou a plati

/\d(A) =0 = uf(A) =0,
(1a je tzv. absolutné spojitd vzhledem k Ag).

7. (borelovskd o-algebra) Nejmensi o-algebra obsahujici oteviené (uzaviené)
mnoziny.

o

. (integrdl vzhledem k obecné mire) Je-li (X, X, 1) prostor s mirou, definu-
jeme (pro funkce f: X — R) jejich integrdl vzhledem k p ndsledovneé:

N

e nejdiive definujeme tzv. jednoduché funkce Z CnXA,kde Ay, ..., Ay €

n?

n=1
Y acy,....,cy > 0. Integrdl z jednoduchgch funkci definujeme jako

Z enph(Ay).

e méritelné funkce definujeme jako:
f méFitelnd <= Vt € R: f~((—o0,t)) € X

e pro nezdporné méritelné funkce definujeme

/fzsup{/s: 0<s< f s sjednoduchd}

pro obecné f pak [ f= [ft — [ f~, pokud md pravd strana smysl.
9. Je-li f € Mg, potom prot € R plati f~1((—oc0,t)) € Ag.

13



2.2 Vypocet Lebesgueova integralu

Lemma 27 (subaditivita Lebesgueovy miry). Je-li {Ay}nen posloupnost mno-

Zin z Ny, potom
A (U An> <> Aa(An).

neN neN

Lemma 28 (o nulovosti integralu). Je-li f € Mg, f >0 s.v. a [ f =0, potom
f=0sw.

Pro f € £} a A € Aq definujeme integral z f pfes mnozinu A jako

[ =]t

Obdobné muzeme tento integral definovat pro kazdou funkcei f, pro kterou plati
A C Dy (zde f nejprve rozsiiime nulou na R°\ Dy a pfedpokidame, ze v L7 lezi
toto rozsifeni). Mnozinu vSech funkei pro které je [, f konetny znacime L(A),
mnozinu viech funkei, pro které je [, f definovany oznacime L£*(A). Funkci f
nazveme méfitelnou na A, pokud existuje f € My, Ze fla = g|a-

Véta 29 (vztah Riemannova a Lebesgueova integralu). Pokud f € %R([a,b]),

potom f € L([a,b]) a plati
b b
[r=w

Véta 30 (Fubini). Necht f € L., pro x € R a y € R™ polozme

F@) = [ ft) @ G = [ f@)

potom (po pripadném doredinovdini na nulové mnoziné) F € LY., G € L} a plati

[1[r-[c

Véta 31 (o substituci). Necht U C R? je oteviend a ¢ : U — R? je reguldrni.
Necht navic A C o(U) je méFitelnd f € L*(A), potom pro plati

Af=Ll(A)|J¢|fow-

Pro A € Ay nazveme funkci f : A — R méfitelnou, pokud ma méfitelné
roziiteni na RY. Prostor viech funkci mé&Fitelnych na A budeme znacit M(A).

Véta 32 (o limité integralu zavislého na parametru). Necht I C R je otevieny
interval, p € I, A C R? méFitelnd a f : I x A — R. Predpoklidejme navic, e

o funkce x — f(t,x), x € A, je méFitelnd pro vSechna t € I\ {p}
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e limita %im f(p,x) =: F(x) existuje pro s.v. x € A,
—p

o czistuje g € L(A), Ze |f(p,x)| < g(x) pro s.v. x € A a vSechna t € P.
Potom F € L(A) a plati

thglo/Af(t,x) dx:/AF

Poznamky a priklady. 1. Véta plati i pro jednostranné limity. Predpo-
klady navic staci ovérit jen lokdlné.

2. Funkce o
ING) :/ i le ™ dx
0
je spojitd na (0,00)

3. Véta md i variantu pro spojitost: Necht I C R je otevreny interval, p € I,
A C R meéritelnd a f: I x A — R. Predpoklddejme navic, Ze

e funkce x — f(t,x), x € A, je méfitelnd pro vSechna t € I,
e funkce t — f(t,x) je spojitd v p pro s.v. x € A,
o czistuje g € L(A), Ze |f(t,x)] < g(z) pro s.v. v € A a vSechna t € I.

Potom je funkce t — /f(t,x) dx spojitd v bod¢ p.

4. RovnéZ existuje i varianta vyuZivajici Leviho vétu misto Lebesgueovy.

Véta 33 (o derivaci integréalu zavislého na parametru). Necht I C R je otevieny
interval, p € I, A C R? mé¥itelnd o f : I x A — R. Predpoklidejme navic, Ze

o funkce x — f(t,x), x € A, je méFitelnd pro vSechna t € I,

o eristuje %(t,x) pro vSechnat € I a s.v. x € A,
o existuje g € L(A), Ze ‘%{(Lm)’ < g(x) pro s.v. x € A a vSechna t € P,
e cxistuje p € I, Ze funkce x — f(p,x), x € A, lezi v L(A).

Potom je funkce F :t — /f(t,:z:) dzx definovdna na I, md tam vlastni derivaci
a prot €I plati

F'(t) :/A?;(t,x) d.

Poznamky a piiklady. 1. T = / z' e % log" x dx,
0

e s} —tw_l
2/ € T dr=—log(t +1).
0

xre®
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