
1 Varia£ní po£et

Trocha terminologie: jako jsme zobrazení z R, C a pozd¥ji Rd (nebo jejich pod-
mnoºin) s hodnotami v R nebo C nazývali funkce (reálné £i komplexní), zobra-
zení z Banachových prostor· (p°ípadn¥ jejich podmnoºin) s hodnotami v R nebo
C nazýváme funkcionály. Pozd¥ji pak budeme zobrazaní mezi Banachovými
prostory nazývat operátory.

Pro funkcionály s hodnotami v Rmúºeme de�novat lokální i globální extrémy
(volné, nebo vzhledem k mnoºin¥) analogicky jako u funkcí.

1.1 Derivování v Banachových prostorech a jeho aplikace

De�nice 1 (Gâteauxova a Fréchetova derivace). Nech´ X je normovaný lineární
prostor, F : X ⊃ DF → R funkcionál, a ∈ Df , h ∈ X \ {0}. Potom de�nujeme
Gâteauxovu derivaci F v bod¥ a ve sm¥ru h jako

DhF (a) = lim
t→0

F (a+ th)− F (a)

t
,

pokud limita napravo existuje vlastní.
Spojitý lineární funkcionál L : X → R budeme nazývat Gâteauxovou de-

rivací F v bod¥ a pokud DhF (a) existuje pro v²echna h ∈ X \ {0} a platí
L(h) = DhF (a), h ∈ X \ {0}.

Spojitý lineární funkcionál L : X → R budeme nazývat Fréchetovou deri-

vací F v bod¥ a pokud

lim
h→0

F (a+ h)− F (a)− L(h)

|h|
= 0.

Gâteauxovy a Fréchetovy derivace vy²²ích °ád· de�nujeme induktivn¥.

P°íklady. 1. Pro funkcionál Φ : C([0, 1])→ R de�novaný jako Φ(f) = f(0)
platí DhΦ(f) = h(0) = Φ(h).

2. Pro funkcionál Φ : C([0, 1]) → R de�novaný jako Φ(f) =

∫ 1

0

f platí

DhΦ(f) =

∫ 1

0

h = Φ(h).

3. Pro funkcionál Φ : C([0, 1]) → R de�novaný jako Φ(f) = (f(0))2 platí
DhΦ(f) = 2f(0)h(0).

4. Pro funkcionál Φ : C([0, 1]) → R de�novaný jako Φ(f) =

∫ 1

0

f2 platí

DhΦ(f) =

∫ 1

0

2fh.
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5. Obecn¥, pro funkcionál Φ : C([0, 1]) → R ve tvaru Φ(f) =
∫ 1

0
G(f), kde

G ∈ C1([0, 1]) platí

DhΦ(f) =

∫ 1

0

G′(f)h, Dh,hΦ(f) =

∫ 1

0

G′′(f)h2.

De�nice 2 (stacionární bod). Nech´ X je normovaný lineární prostor, F : X ⊃
DF → R funkcionál. Bod a ∈ Df nazveme stacionárním (nebo kritickým)
bodem F , pokud DhF (a) = 0 pro kaºdé h ∈ X \ {0}.

Poznámky a p°íklady. 1. (Eulerova nutná podmínka) Nech´ X je normo-
vaný lineární prostor, F : X ⊃ DF → R funkcionál a F má v a ∈ DF lo-
kální extrém. Pokud pro h ∈ X \{0} exsituje DhF (a), potom DhF (a) = 0.

2. (Lagrangeova nutná podmínka pro extrém) Nech´ X je normovaný lineární
prostor, F : X ⊃ DF → R funkcionál a F má v a ∈ DF lokální minimum.
Pokud pro h ∈ X \ {0} exsituje D2

h,hF (a), potom D2
h,hF (a) ≥ 0.

3. (Lagrangeova posta£ující podmínka pro extrém) Nech´ X je normovaný
lineární prostor, F : X ⊃ DF → R funkcionál a a ∈ DF je stacionárním
bodem F . Pokud existuje U okolí a, ºe pro kaºdé h ∈ X \ {0}a x ∈ U
existuje D2

h,hF (x) a platí D2
h,hF (x) ≥ 0, potom má F a bod¥ a lokální

minimum.

1.2 Funkcionály reprezentované integrálem

Jde o funkcionály ve tvaru

F (y) =

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx (1)

de�nované na mnoºin¥

M = {y ∈ C1([a, b]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a, b, A,B ∈ R, a < b a f ∈ C2([a, b]× R2).
Tuto obecnou situaci si ov²em upravíme na speciální úlohu

Φ(u) = F (u+ ϕ),

kde ϕ(x) =
B −A
b− a

(x− a) +A, a

X = {u ∈ C1([a, b]) : u(a) = u(b) = 0}.

Je snadné si rozmyslet, ºe u ∈ X práv¥ tehdy, kdyº u + ϕ ∈ M , a ºe u ∈ X je
extrémem funkcionálu Φ práv¥ tehdy, kdyº u+ ϕ je extrémem (stejného typu)
funkcionálu F .

Výhodou této formulace je, ºe X je lineární prostor. Vybavíme-li ho normou

||u||X = ||u||∞ + ||u′||∞,

dostaneme normovaný lineární prostor (dokonce úplný, tedy Banach·v).
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Poznámky a p°íklady. 1. Nap°íklad pro funkce f(x, y, z) ve tvaru x2z,
√

1 + z2

a y
√

1 + z2 bychom dostali funkcionáy F po °ad¥

F (y) =

∫ b

a

x2y, F (y) =

∫ b

a

√
1 + (y′)2 a F (y) =

∫ b

a

y
√

1 + (y′)2.

2. (výpo£et DhΦ a D2
h,hΦ) snadno spo£ítáme, ºe pro U ∈ X a h ∈ X \ {0}

platí (p°i zna£ení y = u+ ϕ)

DhΦ(u) =

∫ b

a

fy(x, y, y′)h+ fz(x, y, y′)h′ dx

a

D2
h,hΦ(u) =

∫ b

a

fyy(x, y, y′)h2 + 2fyz(x, y, y′)hh′ + fzz(x, y, y′)(h′)2 dx.

Lemma 3 (základní lemma varia£ního po£tu). Nech´ f ∈ C([a, b]). Potom

1. pokud platí ∫ b

a

fg′ = 0, g ∈ C1([a, b]), g(a) = g(b) = 0,

potom f je konstantní na [a, b],

2. pokud platí ∫ b

a

fg = 0, g ∈ C1([a, b]), g(a) = g(b) = 0,

potom f = 0 na [a, b].

V¥ta 4 (Euler-Lagrangeova rovnice). Nech´ f ∈ C2([a, b] × R2) a y je stacio-
nárním bodem funkcionálu F . Potom je funkce

x 7→ fz(x, y(x), y′(x))

spojit¥ diferencovatelná na [a, b] a platí (tzv. Euler-Lagrangeova rovnice)

fy(x, y(x), y′(x))− (fz(x, y(x), y′(x)))′ = 0, x ∈ [a, b]. (3)

Poznámky a p°íklady. 1. (regularita minimizéru) pokud je y stacionár-
ním bodem F a pro n¥jaké ξ ∈ (a, b) platí

fzz(ξ, y(ξ), y′(ξ)) 6= 0.

Potom existuje δ > 0, ºe y je C2 na okolí ξ.

2. (Lagrangeova nutná podmínka) pokud je y bodem minima funkcionálu F .
Potom

fzz(x, y(x), y′(x)) ≥ 0, x ∈ [a, b].
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3. (Legendrova posta£ující podmínka) pokud je y stacionárním bodem funk-
cionálu F a pokud existují α, δ > 0, ºe

D2Φh,h(u) ≥ α||h||2, h ∈ X, ||h|| < δ,

potom y je bodem minima.

4. (Lagrangeova posta£ující podmínka) pokud je y stacionárním bodem funk-
cionálu F . Jestliºe existuje δ > 0, ºe pro kaºdé h ∈ X, ||h|| < δ spl¬uje
funkce ϕ : t 7→ F (y + th) podmínku

ϕ′′(t) ≥ 0, t ∈ (0, 1).

Potom F má v bod¥ y lokální minimum.

V¥ta 5 (konvexita a extrém). Pokud je zobrazení (u, v) 7→ f(x, u, v) konvexní
pro v²echna x ∈ [a, b] a y ∈ M ∩ C2([a, b]) je stacionárním bodem funkcionálu
F . Potom má F v bod¥ y minimum.

De�nice 6 (Jacobiho rovnice a konjugovaný bod). Nech´ f ∈ C3([a, b]×R2) a
y ∈M ∩ C2([a, b]) je stacionárním bodem funkcionálu F . Poloºme

P (x) = fzz(x, y(x), y′(x))

a
Q(x) = fyy(x, y(x), y′(x))− (fyz(x, y(x), y′(x)))

′
.

Rovnici
−(Ph′)′ +Qh = 0

nazýváme Jacobiho rovnicí. Bod x ∈ (a, b] nazveme konjugovaným bodem

k bodu a, pokud existuje netriviální °e²ení Jacobiho rovnice h, pro které platí
h(a) = h(x) = 0.

V¥ta 7 (Jacobiho). Nech´ f ∈ C3([a, b] × R2) a y ∈ M ∩ C2([a, b]) je stacio-
nárním bodem funkcionálu F a platí

fzz(x, y(x), y′(x)) > 0, x ∈ [a, b].

Potom

1. pokud na (a, b] neexistuje konjugovaný bod k bodu a, potom y je bodem
lokálního minima funkcionálu F na M .

2. pokud je y bodem lokálního minima funkcionálu F na M , potom na (a, b)
neexistuje konjugovaný bod k bodu a.

Nutná podmínka pro autonomní úlohu: je-li f(x, y, z) = g(y, z) a y stacio-
nárním bodem F , potom existuje C ∈ R, ºe

g(y, y′)− y′gz(y, y′) = C.
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V¥ta 8 (o Lagrangeových multiplikátorech). Nech´ f, g ∈ C2([a, b]×R2), C ∈ R
a y ∈M je bodem minima funkcionálu F vzhledem k mnoºin¥

{y ∈M : G(y) = C},

kde

G(y) =

∫ b

a

g(x, y(x), y′(x)) dx,

(zde analogicky k Φ zna£íme Ψ(u) = G(u + ϕ)). Pokud DΦ(y) 6= 0, potom
existuje λ ∈ R, ºe

DΦ(y)(h) = λDΨ(y)(h), h ∈ X \ {0}.

Dále se podívali na n¥jaké aplikace varia£ního po£tu ve fyzice: úlohu o bra-
chystochron¥ a úlohu o zav¥²eném °et¥zu.

Posloupnosti funkcí

De�nice 9 (bodová a stejnom¥rná konvergence). Pro posloupnost reálných
funkcí {fn} de�novaných na A ⊂ Rd a f : A→ R °íkáme, ºe

� posloupnost {fn} konverguje bodov¥ k funkci f na mnoºin¥ A (zna£íme
fn → f), pokud pro v²echna x ∈ A platí lim

n→∞
fn(x) = f(x),

� posloupnost {fn} konverguje stejnom¥rn¥ k funkci f na mnoºin¥ A
(zna£íme fn ⇒ f), pokud platí

∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀ x ∈ A ∀n ∈ N, n ≥ N : |fn(x)− f(x)| < ε.

Je-li A navíc otev°ená, °íkáme, ºe

� posloupnost {fn} konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ k funkci f na mno-

ºin¥ A (zna£íme fn
loc

⇒ f), pokud pro kaºdé x ∈ A existuje δ > 0, ºe
fn ⇒ f na U(x, δ).

Poznámky a p°íklady. 1. Bodovou konvergenci m·ºeme rovn¥º vyjád°it ná-
sledujícím výrokem:

∀ x ∈ A ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ N : |fn(x)− f(x)| < ε,

oproti stejnom¥rné konvergenci jsme prohodili po°adí kvanti�kátor·.

2. Kaºadá stejnom¥rn¥ konvergentní posloupnost konverguje i bodov¥, obrá-
cen¥ to ov²em neplatí, sta£í uváºit p°íklad A = [−1, 1], fn(x) = xn.

3. Pro σn = supx∈A |fn(x)− f(x)| platí

(fn ⇒ f na A ) ⇐⇒ σn → 0.
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4. Stejnom¥rná limita spojitých funkcí je spojitá funkce.

5. Pro fn ∈ C([a, b]) a obvyklou maximovou normu ||g|| = maxx∈[a,b] |g(x)|
na C([a, b]) platí

(fn ⇒ f) ⇐⇒ (||fn − f || → 0) .

6. Pro stejnom¥rnou konvergenci m·ºeme rovn¥º formulovat Bolzano-Cauchyovu
podmínku, platí

(fn ⇒ f) ⇐⇒ (∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀ x ∈ A ∀m,n ∈ N, m, n ≥ N : |fn(x)− fm(x)| < ε) .

7. (Moore-Osgoodova v¥ta) Nech´ {fn} je posloupnost reálných funkcí de�no-
vaných na P (a, ε) a f : P (a, ε)→ R a fn ⇒ f na P (a, ε). Pokud lim

x→a
fn(x)

existuje vlastní pro kaºdé n ∈ N, potom existuje lim
x→a

f(x) a platí

lim
x→a

f(x) = lim
n→∞

(
lim
x→a

fn(x)
)
,

(speciáln¥, limita napravo existuje).

8. Analogicky k posloupnostem de�nujeme i bodovou a stejnom¥rnou konver-
genci °ad funkcí. Ozna£íme-li sn(x) =

∑n
k=1 fk(x), pak °íkáme, ºe °ada∑∞

k=1 konverguje bodov¥. resp. stejnom¥tn¥ k funkci (sou£tu) s : A → R,
pokud sn → s, resp. sn ⇒ s.

9. (nutná podmínka stejnom¥rné konvergence °ad) Pokud °ada
∑
fn konver-

guje stejnom¥rn¥, potom fn ⇒ 0.

10. (Weierstrass·v M -test) Nech´ {fn} je posloupnost funkcí d�novaných na
A ⊆ Rd a {an} je posloupnost nezáporných reálných £ísel. P°edpokládejme
navíc, ºe

� |fn(x)| ≤ an, x ∈ A, n ∈ N,

�

∞∑
n=1

an <∞.

Potom °ada

∞∑
n=1

fn konvrguje stejnom¥rn¥ (na A).

11. pomocí vý²e uvedeného kritéria nap°íklad snadno dostaneme stejnom¥rnou
konvergenci °ad

∑
sinnx
n2 a

∑
sinnx
n2

De�nice 10 (stejná omezenost a monotonie). Nech´ {fk} je posloupnost (re-
álných, £i komplexních) funkcí de�novaných na A ⊂ Rd. Potom °íkáme, ºe
posloupnost {fk} je
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1. stejn¥ omezená, pokud existje K ∈ R, ºe

|fn(x)| ≤ K, n ∈ N, x ∈ A,

2. monotónní, pokud platí an ≤ an+1 na A, n ∈ N, nebo an ≥ an+1 na A,
n ∈ N.

V¥ta 11 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Nech´ {an} je monotónní posloup-
nost reálných funkcí de�novaných na A ⊂ Rd. Nech´ navíc {bn} je posloupnost
(reálných, £i komplexních) funkcí de�novaných na A ⊂ Rd.

Pokud platí alespo¬ jedna z následujících podmínek:

� (Dirichlet) an ⇒ 0 a posloupnost £áste£ných sou£t· °ady
∑
bn je stejn¥

omezená (obojí na A),

� (Abel) {an} je stejn¥ omezená a
∑
bn konverguje stejnom¥rn¥ (obojí na

A),

potom °ada
∑
anbn konverguje stejnom¥rn¥ (na A).

Poznámky a p°íklady. 1. Pro δ > 0 platí, ºe °ady
∑

sinnx a
∑

cosnx
mají stejn¥ omezené posloupnosti £áste£ných sou£t· na [δ, 2π − δ]. Nap°í-
klad tedy °ady

∑
sinnx

n a
∑

sinnx
n konvergují stejnom¥tn¥ na [δ, 2π − δ]

podle Dirichletova kritéria.

2. Abelovo kritérium dává snadný d·kaz Abelovy v¥ty z minulého semestru.

Hlub²í d·sledky stejnom¥rné konvergence

Nejd°íve jsme u£inili následující pozorování: nech´ {fn} ⊂ C([a, b]) a nech´

fn ⇒ f , potom (R)

∫ b

a

f = lim
n→∞

(R)

∫ b

a

fn.

V¥ta 12 (stejnom¥rná konvergence derivací). Nech´ {fn} je posloupnost reál-
ných funkcí de�novaných na omezeném intervalu (a, b) a nech´ platí

� f ′n(x) existuje vlastní pro v²echna x ∈ (a, b) a n ∈ N,

� posloupnost {f ′n} konverguje stejnom¥rn¥ (k n¥jaké funkci f),

� existuje x0 ∈ (a, b), ºe posloupnost {fn(x0)} konverguje.

Potom existuje F : (a, b)→ R, která má vlastní derivaci na (a, b) a platí fn ⇒ F
a F ′ = f na (a, b).

Jako d·sledek jsme dostali následující: nech´ {fn} ⊂ N ([a, b]) a nech´ fn ⇒

f . Potom (N)

∫ b

a

f = lim
n→∞

(N)

∫ b

a

fn.

Poznámky a p°íklady. 1. P°edchozí v¥tu m·ºeme rovn¥º zformulovat v °e£i
°ad funkcí, p°ípadn¥ primitivních funkcí.
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V¥ta 13 (Dini). Nech´ {fn} ⊂ C([a, b]), f ∈ C([a, b]) a nech´ dále platí

� fn → f an [a, b],

� {fn} je monotónní na [a, b].

Potom fn ⇒ f na [a, b].

2 Lebesgue·v integrál a základy teorie míry

2.1 Lebesgue·v integrál

De�nice 14 (intervaly v Rd). Intervalem v Rd nazveme mnoºinu tvaru

(a1, b1]× (a2, b2]× · · · × (ad, bd],

uzav°eným intervalem v Rd nazveme mnoºinu tvaru

[a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [ad, bd],

otev°eným intervalem v Rd nazveme mnoºinu tvaru

(a1, b1)× (a2, b2)× · · · × (ad, bd).

Objem intervalu I (p°ípadn¥ uzav°eného, £i otev°eného intervalu) de�nujeme
jako

Vold(I) = (b1 − a1) · (b2 − a2) · · · (bd − ad) =

d∏
n=1

(bn − an).

De�nice 15 (d¥lení intervalu v Rd). D¥lením intervalu I ⊂ Rd nazveme
libovolný kone£ný systém po dvou disjunktních intrval· I1, . . . , In ⊂ Rd, ºe

I =

n⋃
k=1

Ik.

De�nice 16 (nulová mnoºina v Rd). Mnoºinu A ⊂ Rd nazveme nulovou,
pokud pro kaºdé ε > 0 existují intervaly In ⊂ Rd, n ∈ N, ºe

I ⊆
∞⋃

n=1

In a

∞∑
n=1

Vold(In) < ε.

Poznámky a p°íklady. 1. Kaºdá kone£ná, £i obecn¥ji spo£etná, mnoºina
je nulová. Mnoºina {a} × R ⊂ R2 je rovn¥º nulová. Neprázdná otev°ená
mnoºina naní nikdy nulová.

2. Existují i nespo£etné nulové podmnoºiny R - Cantorova mnoºina.

3. Spo£etné sjednocení nulových mnoºin je nulová mnoºina.
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4. (pro zajímavost) Pro omezenou funkci f : [a, b]→ R platí

f ∈ R([a, b]) ⇐⇒ mnoºina bod· nespojitosti f je nulová.

5. (dúleºitá) U mnoha vztah· funkcí (nap°íklad f = g, nebo f < g) bu-
deme °íkad, ºe platí skoro v²ude pokud existuje mnoºina míry 0, ºe daná
vlastnost platí v²ude mimo tuto mnoºinu. Nap°íklad p°edchozí poznámku
bychom mohli zformulovat jako

f ∈ R([a, b]) ⇐⇒ f je spojitá skoro v²ude.

De�nice 17 (schodovité funkce a jejich integrál). Funkci f : Rd → R na-
zveme schodovitou, pokud exsituje interval I ⊂ Rd, jeho d¥lení I1, . . . , In a
c1, . . . , cn ∈ R, ºe

f =

n∑
k=1

ckχAk
.

Prostor v²ech schodovitých funkcí na Rd budeme zna£it Hd. Pro f ∈ Hd de�nu-
jeme její integrál jako ∫

f =

n∑
k=1

ck Vold(Ak).

Poznámky a p°íklady. 1. Hd je vektorový prostor. Navíc pro f, g ∈ Hd a
α, β ∈ R platí ∫

(αf + βg) = α

∫
f + β

∫
g

2. Pro f, g ∈ Hd, f ≤ g, platí
∫
f ≤

∫
g.

3. Pro f, g ∈ Hd platí max(f, g),min(f, g), f+, f−, |f | ∈ Hd a∣∣∣∣∫ f

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f |.
Lemma 18 (konvergence schodovitých funkcí). Je-li {fn} ⊂ Hd monotónní

posloupnost spl¬ující f → 0 na Rd, potom lim
n→∞

∫
fn = 0.

Lemma 19 (konvergence schodovitých funkcí skoro v²ude). Je-li {fn} ⊂ Hd

monotónní posloupnost spl¬ující f → 0 s.v. na Rd, potom lim
n→∞

∫
fn = 0.

Lemma 20 (korektnost de�nice Lebesgueova integrálu). Nech´ {fn}.{gn} ⊂ Hd

jsou monotónní posloupnosti, f : Rd → R a fn → f s.v. a gn → g s.v., potom

lim
n→∞

∫
fn = lim

n→∞

∫
gn.
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De�nice 21 (m¥°itelné a Lebesgueovsky integrovatelné funkce). Nezápornou
funkci f : Rd → R nazveme

� m¥°itelnou, pokud existuje neklesající posloupnost nezáporných shodovi-
tých funkcí {fn}, ºe fn → f s.v.,

� Lebesgueovsky integrovatelnou, pokud existuje neklesající posloupnost

nezáporných shodovitých funkcí {fn}, ºe fn → f s.v., a lim
n→∞

∫
fn < ∞.

Pro takovou funkci pak de�nujeme Lebesgue·v integrál z f jako∫
f = lim

n→∞

∫
fn.

Prostor v²ech nezáporných m¥°itelných funkcí na Rd ozna£ujeme M+
d , prostor

v²ech nezáporných Lebesgueovsky integrovatelných funkcí na Rd ozna£ujeme L+
d

Funkci f : Rd → R nazveme

� m¥°itelnou, pokud f−, f+ ∈M+
d ,

� Lebesgueovsky integrovatelnou, pokud f−, f+ ∈ L+
d . Pro takovou funkci

pak de�nujeme Lebesgue·v integrál z f jako∫
f =

∫
f+ −

∫
f−.

De�nice 22 (m¥°itelné a Lebesgueovsky integrovatelné funkce). Nezápornou
funkci f : Rd → R nazveme

� m¥°itelnou, pokud existuje neklesající posloupnost nezáporných shodovi-
tých funkcí {fn}, ºe fn → f s.v.,

� Lebesgueovsky integrovatelnou, pokud existuje neklesající posloupnost

nezáporných shodovitých funkcí {fn}, ºe fn → f s.v., a lim
n→∞

∫
fn < ∞.

Pro takovou funkci pak de�nujeme Lebesgue·v integrál z f jako∫
f = lim

n→∞

∫
fn.

Prostor v²ech nezáporných m¥°itelných funkcí na Rd ozna£ujeme M+
d , prostor

v²ech nezáporných Lebesgueovsky integrovatelných funkcí na Rd ozna£ujeme L+
d

Funkci f : Rd → R nazveme

� m¥°itelnou, pokud existují f1, f2 ∈M+
d , ºe f = f1 − f2,

� Lebesgueovsky integrovatelnou, pokud existují f1, f2 ∈ L+
d , ºe f =

f1 − f2, p°i£emº de�nujeme Lebesgue·v integrál z f jako∫
f =

∫
f1 −

∫
f2.
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Poznámky a p°íklady. 1. pokud f ∈ X (X =Md,M+
d , Ld, nebo L+d) a

g = f s.v., potom g ∈ X. Pokud X = Ld,L+
d , potom

∫
g =

∫
f .

2. (vlastnosti L+) Nech´ f, g ∈ L+, α, β ≥ 0, potom:

(a) je-li f ≤ g s.v. potom

∫
f ≤

∫
g.

(b) max(f, g),min(f, g), αf + βg ∈ L+.

3. (vlastnosti L) Nech´ f, g ∈ L, α, β ∈ R, potom:

(a) je-li f ≤ g s.v. potom

∫
f ≤

∫
g.

(b) max(f, g),min(f, g), αf + βg, |f | ∈ L. navíc∫
αf + βg = α

∫
f + β

∫
g a

∣∣∣∣∫ f

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f |.
Lemma 23 (Leviho v¥ta v L+). Nech´ pro posloupnost {fn} ⊂ L+ platí fn ↗ f

s.v. a nech´ existuje M ∈ R, ºe
∫
fn ≤M , n ∈ N, potom

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f.

Poznámky a p°íklady. 1. Leviho v¥tu snadno zobecníme pro {fn} ⊂ Ld

2. V po£etní praxi je uºite£ná následující verze pro °ady: nech´ {fn} ⊂ Ld

je posloupnost nezáporných funkcí a nech´ lim
n→∞

∫ n∑
k=1

fn < ∞. Potom

f =

∞∑
n=1

fn ∈ Ld a

∞∑
n=1

∫
fn =

∫
f.

3. Leviho v¥ta platí rovn¥º pro Md, pokud p°ipustíme funkce s nevlastními
hodnotami.

4. pro {fn} ⊂ Md rovn¥º platí lim sup
n→∞

fn ∈ Md a lim sup
n→∞

fn ∈ Md (op¥t,

pokud p°ipustíme funkce s nevlastními hodnotami).

V¥ta 24 (Lebesgueova o majorant¥). Nech´ {fn} je posloupnost funkcí z Ln,
fn → f s.v. a existuje g ∈ Ln, ºe |fn| ≤ g s.v., n ∈ N. Potom f ∈ Ln a∫

f = lim
n→∞

∫
fn.
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Základy teorie míry

Lebesgue·v integrál snadno roz²í°íme na n¥které m¥°itelné (ale ne nutn¥ inte-
grovatelné funkce). Pokud f ∈ M+

d \ L
+
d , potom de�nujeme

∫
f = ∞, pokud

f = f1 − f2, pro f1, f2 ∈ L+
d , potom de�nujeme

∫
f =

∫
f1 −

∫
f2, má-li pravá

strana smysl. Prostor v²ech funkcí, pro které je Lebesgue·v integrál de�nován
po tomto roz²í°ení budeme zna£it L∗d (zjevn¥ platí Ld ( L∗d).

De�nice 25 (m¥°itelná mnoºina a Lebesgueova míra). Mnoºinu A ⊆ Rd na-
zveme m¥°itelnou, pokud χA ∈ Md. Systém v²ech m¥°itelných podmnoºin Rd

budeme zna£it Λd.

Lebesgueovu míru mnoºiny A ∈ Λd pak de�nujeme jako λd(A) =

∫
χA.

Poznámky a p°íklady. 1. Kaºdý interval v Rd je m¥°itelná mnoºina, jed-
nobodová mnoºina je m¥°itelná, uzav°ené i otev°ené mnoºiny jsou m¥°i-
telné.

2. Sjednocení a pr·nik a dopln¥k m¥°itelných mnoºin je m¥°itelná mnoºina.

3. Pro {An} ⊂ Λd platí

∞⋃
n=1

An ∈ Λd.

4. λd(I) = Vold(I) (Lebesgueovu míru interpretujeme jako velikost - plochu,
objem - mnoºiny), otev°ené a uzav°ené mnoºiny pat°í do Ld.

5. Pro {An} ⊂ Λd po dvou disjunktní platí λd(

∞⋃
n=1

An) =

∞∑
n=1

λd(Am).

De�nice 26 (σ-algebra a míra). Je-li Σ systém podmnoºin mnoºiny X, nazveme
jej σ-algebrou, pokud platí

1. ∅, X ∈ Σ,

2. A,B ∈ Σ, potom A \B ∈ Σ,

3. An ∈ Σ, n ∈ N, potom
⋃
An ∈ Σ.

Dvojici (X,Σ) nazýváme m¥°itelným prostorem. Zobrazení µ : Σ → [0,∞]
nazveme mírou, pokud platí

1. µ(∅) = 0,

2. jsou-li An ∈ Σ, n ∈ N, po dvou disjunktní, potom µ
(⋃

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

Trojici (X,Σ, µ) nazýváme prostor s mírou.

Poznámky a p°íklady. 1. (Rd,Λd, λd) je prostor s mírou,

2. {∅, X} je vºdy (tzv. triviální) σ-algebra, P(X) (mnoºina v²ech podmnoºin
X, tzv. poten£ní mnoºina) je vºdy σ-algebra
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3. (X,P(X), δa) a (X,P(X),H0) jsou prostory s mírou. Zde

δa(A) =
{

1, a ∈ A, 0, a /∈ A

a H0(A) je po£et prvk· A (tzv. po£ítací míra).

4. kaºdá σ-algebra je uzav°ená na spo£etné pr·niky, tj. pokud An ∈ Σ, n ∈ N,
potom

⋂
An ∈ Σ,

5. pro (X,Σ, µ) prostor s mírou a A,B ∈ Σ, poloºme µ|A(B) = µ(A ∩ B).
Potom (X,Σ, µ|A) je prostor s mírou. Nap°íklad λ1|[0,1] je míra na Λ1

pro kterou platí λ1|[0,1](R) = 1 < ∞, je to tzv. kone£ná . Oproti tomu
λ1(R) =∞.

6. pro f ∈ L∗, f ≥ 0 s.v. a A ∈ Λd de�nujeme µf (A) =
∫
fχA (míra s

hustotou f). V takovém p°ípad¥ je (Rd,Λd, µf ) prostor s mírou a platí

λd(A) = 0 =⇒ µf (A) = 0,

(µd je tzv. absolutn¥ spojitá vzhledem k λd).

7. (borelovská σ-algebra) Nejmen²í σ-algebra obsahující otev°ené (uzav°ené)
mnoºiny.

8. (integrál vzhledem k obecné mí°e) Je-li (X,Σ, µ) prostor s mírou, de�nu-
jeme (pro funkce f : X → R) jejich integrál vzhledem k µ následovn¥:

� nejd°íve de�nujeme tzv. jednoduché funkce

N∑
n=1

cnχAn , kde A1, . . . , AN ∈

Σ a c1, . . . , cN ≥ 0. Integrál z jednoduchých funkcí de�nujeme jako
N∑

n=1

cnµ(An).

� m¥°itelné funkce de�nujeme jako:

f m¥°itelná ⇐⇒ ∀t ∈ R : f−1((−∞, t)) ∈ Σ

� pro nezáporné m¥°itelné funkce de�nujeme∫
f = sup

{∫
s : 0 ≤ s ≤ f s.v. s jednoduchá

}
pro obecné f pak

∫
f =

∫
f+ −

∫
f−, pokud má pravá strana smysl.

9. Je-li f ∈Md, potom pro t ∈ R platí f−1((−∞, t)) ∈ Λd.
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2.2 Výpo£et Lebesgueova integrálu

Lemma 27 (subaditivita Lebesgueovy míry). Je-li {An}n∈N posloupnost mno-
ºin z Λd, potom

λd

(⋃
n∈N

An

)
≤
∑
n∈N

λd (An) .

Lemma 28 (o nulovosti integrálu). Je-li f ∈Md, f ≥ 0 s.v. a
∫
f = 0, potom

f = 0 s.v.

Pro f ∈ L∗d a A ∈ Λd de�nujeme integrál z f p°es mnoºinu A jako∫
A

f =

∫
f · χA.

Obdobn¥ m·ºeme tento integrál de�novat pro kaºdou funkci f , pro kterou platí
A ⊆ Df (zde f nejprve roz²í°íme nulou na Re \Df a p°edpokádáme, ºe v L∗d leºí
toto roz²í°ení). Mnoºinu v²ech funkcí pro které je

∫
A
f kone£ný zna£íme L(A),

mnoºinu v²ech funkcí, pro které je
∫
A
f de�novaný ozna£íme L∗(A). Funkci f

nazveme m¥°itelnou na A, pokud existuje f ∈Md, ºe f |A = g|A.

V¥ta 29 (vztah Riemannova a Lebesgueova integrálu). Pokud f ∈ R([a, b]),
potom f ∈ L([a, b]) a platí ∫ b

a

f = (R)

∫ b

a

f.

V¥ta 30 (Fubini). Nech´ f ∈ L∗d+m pro x ∈ Rd a y ∈ Rm poloºme

F (y) =

∫
f(·, y) a G(x) =

∫
f(x, ·).

potom (po p°ípadném doredinování na nulové mnoºin¥) F ∈ L∗m, G ∈ L∗d a platí∫
f =

∫
F =

∫
G.

V¥ta 31 (o substituci). Nech´ U ⊂ Rd je otev°ená a ϕ : U → Rd je regulární.
Nech´ navíc A ⊂ ϕ(U) je m¥°itelná f ∈ L∗(A), potom pro platí∫

A

f =

∫
ϕ−1(A)

|Jϕ|f ◦ ϕ.

Pro A ∈ Λd nazveme funkci f : A → R m¥°itelnou, pokud má m¥°itelné
roz²í°ení na Rd. Prostor v²ech funkcí m¥°itelných na A budeme zna£itM(A).

V¥ta 32 (o limit¥ integrálu závislého na parametru). Nech´ I ⊆ R je otev°ený
interval, p ∈ I, A ⊂ Rd m¥°itelná a f : I ×A→ R. P°edpokládejme navíc, ºe

� funkce x 7→ f(t, x), x ∈ A, je m¥°itelná pro v²echna t ∈ I \ {p}
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� limita lim
t→p

f(p, x) =: F (x) existuje pro s.v. x ∈ A,

� existuje g ∈ L(A), ºe |f(p, x)| ≤ g(x) pro s.v. x ∈ A a v²echna t ∈ P .

Potom F ∈ L(A) a platí

lim
t→p

∫
A

f(t, x) dx =

∫
A

F

Poznámky a p°íklady. 1. V¥ta platí i pro jednostranné limity. P°edpo-
klady navíc sta£í ov¥°it jen lokáln¥.

2. Funkce

Γ(t) =

∫ ∞
0

xt−1e−x dx

je spojitá na (0,∞)

3. V¥ta má i variantu pro spojitost: Nech´ I ⊆ R je otev°ený interval, p ∈ I,
A ⊂ Rd m¥°itelná a f : I ×A→ R. P°edpokládejme navíc, ºe

� funkce x 7→ f(t, x), x ∈ A, je m¥°itelná pro v²echna t ∈ I,
� funkce t 7→ f(t, x) je spojitá v p pro s.v. x ∈ A,
� existuje g ∈ L(A), ºe |f(t, x)| ≤ g(x) pro s.v. x ∈ A a v²echna t ∈ I.

Potom je funkce t 7→
∫
f(t, x) dx spojitá v bod¥ p.

4. Rovn¥º existuje i varianta vyuºívající Leviho v¥tu místo Lebesgueovy.

V¥ta 33 (o derivaci integrálu závislého na parametru). Nech´ I ⊆ R je otev°ený
interval, p ∈ I, A ⊂ Rd m¥°itelná a f : I ×A→ R. P°edpokládejme navíc, ºe

� funkce x 7→ f(t, x), x ∈ A, je m¥°itelná pro v²echna t ∈ I,

� existuje ∂f
∂t (t, x) pro v²echna t ∈ I a s.v. x ∈ A,

� existuje g ∈ L(A), ºe
∣∣∣∂f∂t (t, x)

∣∣∣ ≤ g(x) pro s.v. x ∈ A a v²echna t ∈ P ,

� existuje p ∈ I, ºe funkce x 7→ f(p, x), x ∈ A, leºí v L(A).

Potom je funkce F : t 7→
∫
f(t, x) dx de�nována na I, má tam vlastní derivaci

a pro t ∈ I platí

F ′(t) =

∫
A

∂f

∂t
(t, x) dx.

Poznámky a p°íklady. 1. Γ(n) =

∫ ∞
0

xt−1e−x logn x dx,

2.

∫ ∞
0

e−tx − 1

xex
dx = − log(t+ 1).
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